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1. EINLEITUNG

In vielen theoretischen und praktischen Uberlegungen haben heute die
polynomialen Splinefunktionen die Polynome verdriangt, weil Polynome
nicht anpassungsfihig genug sind. Es zeigt sich beispielsweise, dal bei einer
guten Approximation einer glatten Funktion durch Polynome die Approxi-
mation der Ableitungen auBerordentlich schlecht sein kann. Dieser Nachteil
der Tschebyscheff-Approximation kann durch Benutzung von Splines ver-
mieden werden.

Auch die Splineinterpolation erreicht jedoch die Grenze ihrer Anwend-
barkeit, wenn man eine holomorphe Funktion in der N&he eines Poles
darzustellen versucht, man vergl. das Beispiel der Gammafunktion am
Schlufl von Abschnitt 2.

Es liegt nahe, in solchen Fillen die Klasse der zugelassenen Funktionen
zu verallgemeinern, indem man glatte Funktionen benutzt, die stiickweise
aus rationalen Funktionen bestehen, sich also der Singularitit besser anpas-
sen lassen. Das in Abschnitt 2 behandelte Beispiel zeigt, da man damit
sogar bis in den Pol hinein gleichmiBig gute Ndherungen einer transzendenten
Funktion finden kann.

Man wird, um die neu auftretenden Phinomene zu studieren, zunichst
eine moglichst einfache Klasse y von rationalen Splines ins Auge fassen,
etwa die kubischen Splines zu verallgemeinern suchen. Die kubischen Splines
hingen in jedem Intervall zwischen zwei Knoten von 4 Parametern ab und,
um die gleiche Anzahl von Parametern zur Verfiigung zu haben, werden in
der vorliegenden Arbeit ein quadratisches und ein lineares Polynom als
Zihler und Nenner benutzt. Man kann damit die gleiche Interpolations-
aufgabe wie bei kubischen Splines stellen. Herr Schaback hat dieses Problem
in seiner Dissertation erfolgreich behandelt.
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TSCHEBYSCHEFF-APPROXIMATION 75
Hier bemerken wir zunichst, wie man in einfachster Weise auch die
singuldre Interpolation in dieser Theorie behandeln kann. Ist ndmlich

(=
X — X

fx) =

+ ot alx — xy) + oy

so liegt es nahe, mit einem Ansatz

€
X — x4

s(x) = + ¢t et — xy)

in dem Intervall zwischen Polstelle x_, und dem ersten Knoten x, zu arbeiten.
Im Knoten x, ist durch den Polbestandteil die zweite Ableitung s"(x,) bereits
festgelegt, so dall man von x, aus die “reguldre” Interpolation durchfithren
kann.

Im folgenden Abschnitt 3 wird das Verhalten von Folgen rationaler
Splinefunktionen der beschriebenen Arbeit untersucht. Es zeigt sich, daB
eine Grenzfunktion § Unstetigkeiten in der 1. und 2. Ableitung in Knoten-
punkten zeigen kann (solche Knoten werden dann von 1. oder 2. Art beziig-
lich § genannt).

Macht die erste Ableitung einen Sprung, so mufl die Grenzfunktion §
allerdings rechts und links von dem Knoten bis zum ““iibernichsten’ Knoten
linear sein; eine Unstetigkeit der zweiten Ableitung in einem Knoten kann
nur auftreten, wenn wenigstens auf einer Seite der rationale Spline zu einer
linearen Funktion entartet. Diese Eigenschaften und die schwache Kon-
vexitit sind kennzeichnend fiir alle Funktionen des Abschlusses 3 der hier
betrachteten rationalen Splines.

Im Abschnitt 5 wird gezeigt, der rationale Spline s ist die Tschebyscheff-
Approximation einer stetigen Funktion f(x), wenn eine Alternante mit
L(I) + 4 — d(s) Punkten existiert, L(I) z8hlt die durch die Knoten erzeugten
Teilintervalle des Intervalls 1. Die Zahl d(s) stellt eine Verallgemeinerung
des bereits bei den rationalen Funktionen im Rahmen der Tschebyscheff-
Approximation auftretenden Defekts dar. Wie die Uberlegungen im
Abschnitt 4 iiber die Nullstellenanzahl von Differenzen rationaler Splines
aus y zeigen, ist

d(s) 1= g(s) — 2 - my(s) — ny(s)

zu setzen. Dabei ist n,(s) die Anzahl der Knoten jter Art von s und g(s) die
Anzahl der durch die Knoten erzeugten Teilstiicke des Intervalls, in denen s
linear ist. Es gilt namlich, daB zwei nicht identische Splines s und § aus y
hochstens

N(s — §; 1) = L(I) + 2 — max(d(s), d(5))

Nullstellen (bei entsprechender Zidhlung, vgl. dazu Abschnitt 4) haben
konnen.
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2. DEFINITIONEN UND INTERPOLATIONSAUFGABEN
MIT RATIONALEN SPLINEFUNKTIONEN

Betrachtet werden zu endlichen reellen Zahlen o, 8 mit « < 8 die offenen,
halboffenen oder abgeschlossenen Intervalle («. B) bzw. («, B, [~, B). [x, B
die durch 7 bezeichnet werden. Gegeben seien weiterhin /4 1 Werte
(Xg s Xy geees X3 X505 X << Xy <0 0 < X5

Sie werden in dieser Arbeit als fest vorausgesetzt und sollen als Knoten
der Splinefunktionen dienen. Teilintervalle von I, die von benachbarten
Knoten bzw. Intervallendpunkten «, 8 und benachbarten Knoten begrenzt
werden, sollen Teilstiicke von I genannt werden. Die Teilstiicke sind in den
Knoten stets abgeschlossen; in «, 8 abgeschlossen oder offen je nachdem,
ob dort I abgeschlossen oder offen ist:

L= [x;_y, x, j=l..,1; Iy =[x, xp] O I L= Ix,BIn I

die Intervalle /, und /,,, werden nur betrachtet, wenn sie positiven Inhalt
haben. Dementsprechend bezeichne K die Menge der Indizes j, fiir die 7,
eine positive Linge besitzt. Zuweilen ist es zweckméaBig, x ;:= « und
Xy = B zu setzen.

Die Klasse der rationalen Spline-Funktionen mit den gegebenen festen
Knoten wird definiert durch

y 1= {s(x) | 5(x) = pix)/gi(x) fir xe [;, Vje K,
Grad &p;(x) = 2, Grad dg,(x) = 1, s(x) e C(I);}. @D

v enthilt insbesondere die Klasse #(2, 1) der rationalen Funktionen mit
quadratischem Zihler und linearem Nenner, die in [/ stetig sind. Auf Grund
dieser Definition hat s(x) in /; auch die Darstellung

‘ {c; - z% bzw.
8, r(x) = a; -+ bz + .
1) ! e, /(d; - ez mt z=x—x;.

(2.2)
Den Koeffizienten ¢; , d; , und e; kann man noch eine geeignete Normierungs-
bedingung auferlegen.

Aus der Darstellung (2.2) folgt, daBl s"(x) in einem Teilstiick /; entweder
identisch verschwindet oder nullstellenfrei ist, und wegen der Stetigkeit
von s” in 7 gilt dann sogar

s"(x) = oder s"(x) # 0 fur VYxel (2.3)

Wichtig fiir die folgenden Abschnitte ist die Moglichkeit, mit rationalen
Splines zu interpolieren. In Analogie zu der Aufgabenstellung bei kubischen
Splines stellt man die reguldre Interpolationsaufgabe.
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Sei I := [x,, x;] abgeschlossen. Gesucht ist ¢in s € v mit

(a) s(x;)=f;fur j=0,., 1,

(b) s'(x,) oder s"(xy) = u, 2.4)
s'(x;) oder s"(x)) = v

zu gegebenen Werten f; , # und v.

Allgemeiner k6nnte man fordern:

(b") Zwei der GroBen s'(xp), s"(x,), $'(x7), s"(x;) sollen vorgegebene
Werte u, v annehmen.

Sind jedoch in einem Punkte, etwa x,, zwei Werte gegeben, so ist im
ganzen Intervallstiick [x,, x;] mit diesen Werten und s(x,) = f; , s(x;) = f;
die Funktion s(x) bestimmt und man erhdlt dic Werte der Ableitungen
von s(x) in x; . Damit hat man genug Daten, um s(x) in [x;, x,] zuv
bestimmen. Dies fiihrt sukzessiv zur Festlegung in ganz I. Mehr Aufwand
erfordert die Ermittlung von s(x), wenn im Punkte x, und x, je eine Angabe
vorliegt.

Diese Aufgabe hat Schaback [1] in seiner Dissertation neben anderen
Fragen behandelt.

Das durch (2.3) beschriebene Verhalten der zweiten Ableitung von s
bringt es mit sich, daB} die zweiten Differenzenquotienten von s(x) bezogen
auf verschiedene oder auch zusammenfailende Punkte, in unserem Fall die
Knoten x; und die Vorgabe in den Randpunkten, entweder identisch ver-
schwinden oder alle gleiches Vorzeichen besitzen miissen. Anders formuliert,
notwendig fiir die Losbarkeit der reguldren Interpolationsaufgabe ist, daB

eine beliebige lineare, eine konvexe oder eine konkave Funktion aus C?[I]
existiert, die den in a) und b) gegebenen Bedingungen mit den Daten f;, u, v
geniigt.

Schaback weist in seiner Dissertation nach, daB diese Bedingung auch
hinreichend ist. Die Losung des Interpolationsproblems ist eindeutig
bestimmt in [x, , x,].

Besonders interessant ist die Klasse y jedoch fiir die Interpolation von
Funktionen, die selbst Pole erster Ordnung besitzen. Man kann dann 7 offen
wihlen und versuchen, die Funktion bis zum Pol durch ein s(x) anzunédhern,
wéhrend man bei den sonst iiblichen Darstellungen meist fiir die Umgebung
der Polstelle eine besondere Vorschrift zur Ermittlung der Funktionswerte
(z.B. fiir ein Unterprogramm in einer Rechenanlage) geben muBte. Man darf
davon ausgehen, daf3 Lage des Pols und Residuum bekannt sind.

Betrachtet man etwa den Fall, daB f(x) in « einen Pol hat, in («, 8] regulir
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ist, so bietet sich die folgende singuldre Interpolationsaufgabe an: Sei
1 := (a, B], gesucht ist s € v mit
(a) s(x;) =f;firj=0,...L
(b) s'(x;) oder s"(x;) = . (2.5)
() S(x)=c/(x — o) + ay + by, (x —a)in i,
wobei f; , v und das Residuum ¢ in o vorgegeben sind. Analog kann man die
Aufgabe fiir den Fall formulieren, daf3 der Pol in 8 liegt oder daB in « und 8
Pole 1. Ordnung auftreten.

Uber die oben genannten Bedingungen hinaus, daB alle aus den Daten f;
und v gebildeten zweiten Differenzenquotienten gleiches Signum haben
miissen, folgt jetzt als zusitzliche Forderung, da3 auch das Signum von ¢
den gleichen Wert haben muB3. Denn dies folgt durch zweimaliges Differen-
zieren von (2.5¢) unter Beriicksichtigung der Stetigkeit von s”(x) in x, .

DaB diese Bedingung auch hinreichend ist, besagt folgender Satz.

Satz 2.1. Die singuldre Interpolationsaufgabe ist genau dann lésbar, wenn
gilt
sgn ¢ = sgn A3 (x;, x;,1 . X;00)f fir j=0,..,1— 1, wenns’,
Jj=0,.,1—2undl, wenn s" in x, vorgeschrieben ist, (2.6)
Xpg 7= Xpgg 2= X -
Die Losung ist in (x, x;] eindeutig bestimmt.

Beweis. Es bleibt die Hinlanglichkeit zu zeigen. Aus (2.5¢) folgt
$"(x9) = 2(c/(x9 — x)?), man beachte x, € [, also x; > a.  (2.7)

Damit sind in x, die Werte s(x,) und s"(x,) vorgeschrieben, so dall nach dem
von Schaback bewiesenen Resultat eine Losung 5(x) der reguldren Aufgabe,
bezogen auf das Intervall [x,, x,] existiert. Die noch freien Parameter q,
und b, bestimmen sich aus den Bedingungen des stetigen Anschlusses in x, ,
ndmlich

$'(xg) = by — c/(xg — &)* = §'(x,)
und (2.8)
$(xo) = ag + bo(xy — o) + c/{xy — o) = §(xy).

Zum Nachweis der Eindeutigkeit nehme man an, daB zwei Losungen s(x)
und 5(x) vorliegen. Die Differenz w := s — § ist dann in [, linear, also ist
dort w” = 0. Dann i8st w in [x, , x,] ein homogenes regulires Interpolations-
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problem und mit den AnschluBbedingungen (2.8) folgt, daBl auch im Teil-
stiick I; die lineare Funktion w identisch verschwindet. Dies besagt aber,
daB s und § in («, x;] identisch sind.

Die Durchfiihrung der Beweise fiir die anderen Félle der singuldren
Interpolationsaufgabe verlduft analog und kann dem Leser iiberlassen
bleiben.

Man kann auch im singuliren Falle die zusitzlichen Daten in dem singu-
liren Randpunkt vorschreiben. Zum Beispiel kann man in (2.5) statt (b)
verlangen:

(¢) In I, sei s(x) = ¢/(x — ) + ay + bo(x — «) und ¢ sowie eine der
Grolen aq , b, ist vorgegeben.

Soll s(x) in x, mit f(x,) libereinstimmen, so ist damit der einzige noch freie
Parameter von s(x) in [, festgelegt. Man bekommt in x, die Daten, mit denen
man schrittweise s(x) interpolierend in I, ,..., definieren kann.

Fiir die Gammafunktion erhilt man beispielsweise mit « =0, 8 =1,
n=4,also x; = (i + 1)/4, i = 0,..., 3 fiir die GroBe n(x) = | I'(x) — s(x)|
folgende Schranken:

1. Vorgabe: (*Randwertaufgabe™)

s(xo) = I'(x), 5"(xg) == 2/x,%,
5(xy) = I'(xy), s'(xy) = I'"(xy).

im Intervall [}, 1]  Fortsetzung auf [0, 1]

rationaler Spline 0,552 102 0,35 - 10
kubischer Spline 0,16 - 10° ()

2. Vorgabe: (““Anfangswertaufgabe”)

s(x) = 1/x + ¢y -+ ¢, - x, mit ¢g := lim,,,[I(x) — %], Interpolation in den
Punkten x; .

Zum Vergleich wurde mit gleichen Anfangsdaten in x, beginnend auch ein
interpolierender kubischer Spline gerechnet.

Schranken fiir 7 in [0, 11, Fortsetzung auf [}, 1]
rationaler Spline 1,0- 102 1,5 - 1072
kubischer Spline —_ 3,1-10°(thH

Der kubische Spline bdumt sich gewissermaBen auf (Numerische Instabilitit).

640/10/1-6
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Eine dhnliche Erscheinung beobachtet man in geringem Mafle allerdings
auch bei der Fortsetzung des rationalen Splines. Auf die hier auftretenden
numerischen Phinomene soll in einer anderen Arbeit eingegangen werden.

Zum Vergleich sei auBerdem auf die in Werner [2, Seite 345, 346; 3]
angegebenen Beispielen verwiesen. Dort werden 7-Approximationen fiir
I'(1 + x) mit x € [0, 1] angegeben:

1,48162x% — 0,482637x — 2,75441

Rea(x) = X = 2.75721

, < 1,02+ 1073

1,65105 -- 0,598785x
1,64931 + 1,59835x — x?

Ry o(x) = , 7 <073 1073,

Ros) — 6,27348
035 = 76,7109 + 3,71969x — 4,71969x% + x° ’

n < 0,382 - 10-%,

Mit einem Polynom 3. Grades wiirde man nur die Giite 1,35 - 10~ erreichen.

3. Die ABSCHLIESSUNG DER KLASSE vy

Will man zu Existenzaussagen der Approximationstheorie kommen, so
mull man Grenzprozesse durchfithren kénnen. Man muB also Cauchy-
Folgen in y betrachten. Fiir unsere Zwecke reicht es aus, wenn Konvergenz
als kompakte Konvergenz, d.h. gleichmédBige Konvergenz in jedem abge-
schlossenen in («, B) enthaltenen Teilintervall definiert wird.

Fiir die Approximation soll allerdings spdter der Abstand durch

ls— 5= sgp (w(x) + | s(x) — 3(x)]), 3.1
w(x) stetig, positiv in I gemessen werden.

Es sei darauf hingewiesen, daf3 dieser Abstand unendlich sein kann, wenn 7
nicht abgeschlossen ist. Denn dann kann s oder § in einem Intervallendpunkt
einen Pol besitzen, und fiirr w(x) = 1, I = (o, B], 5(x) = 0, gilt dann etwa
s — 0l = oo.

Diese Schwierigkeit kann man durch Wahl eines geeigneten Gewichtes
w(x), das in der Umgebung von « das Verhalten const * (x — «) + o(x — «)
zeigt, beseitigen.

Auf diese Weise wird z.B. Approximation beziiglich des relativen Fehlers
moglich.

Sei I(8) := [« -+ 8, B — 8] mit 8 € (0, (B — «)/2). Eine Cauchy-Folge aus y
im oben angegebenen Sinne hat dann die Eigenschaft, daB fiir jedes feste &
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des genannten Intervalles gleichmiBige Konvergenz eintritt. Man darf
deshalb im folgenden voraussetzen, dafl eine Folge mit

Skt 2.... » S €Y k%infi}w sy — Sl = 0 (3.2)

fiir jedes 8 > 0 vorliegt.
Dann gilt zunidchst der Satz.

Satz 3.1. FEs gibt eine in I stetige Funktion 5, die in jedem Teilstiick von I
eine Funktion von #(2.1) ist und den Grenzwert der Folge {s;} im Sinne kom-
pakter Konvergenz liefert.

Der Beweis dieses Sachverhaltens stiitzt sich auf:
HILESSATZ 3.2, Gilt|| 5|l < K(8) fiir ein s € y und ist € (0, (B - x)/2) - §),
so folgt

2K(5)

| Sl(x)l < € - minl(ﬁ) l W’(x)l

in I(5 + e). (3.3)

Zum Beweis dieses Hilfssatzes beachtet man, daf3 nach (2.3) das Signum
von s"(x) in I konstant ist. Deshalb ist s'(x) monoton und seine Werte in
I(e + 8) werden durch die 1. Differenzenquotienten

Ao + 6,0 + 8 + €)s und A B —5 — ¢ B — d)s
eingeschlossen, deren Betrige man durch
2/e - max | s(x)] << 2K()/e - miny) | w(x)|

abschitzen kann.

Beweis von Satz 3.1. Sei §€(0, (8B — «)/2) fest gewdhlt, Nach (3.2),
d.h. auf Grund der kompakten Konvergenz, gibt es eine Schranke K, so daB}

FseXie < K gleichmaBig gilt fir &k =1, 2,..... (3.9

Die Funktionen s,(x) sind also in jedem Teilstiick 7; von I(8) gleichmiBig
beschrinkte rationale Funktionen aus #(2, 1), die punktweise konvergieren.
In I; ist dann die Grenzfunktion §(x) aus #(2, 1), wobei ebenso wie bei
s,(x) Entartungen zu linearen Funktionen moglich sind. Da § beliebig ist,
so ist damit gezeigt, daB § in jedem Teilstiick von 7 eine rationale Funktion
der besagten Form ist.

Zu untersuchen bleibt die Verheftung der einzelnen Teile der Funktion §
in den Knoten. Sei 8; positiv und klein, so kann man mit 6 = € = §,/2
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auf Grund der kompakten Konvergenz nach (3.2) den Hilfssatz 3.2 anwenden
und schlieBen, daB3 die Funktionen s,(x) in I(§;) gleichgradig stetig sind.
Folglich ist auch die Grenzfunktion §(x) in I(8,) stetig. Damit ist der Satz
bewiesen.

Da jede Funktion aus y zweimal stetig differenzierbar ist, so wird man
erwarten, daB man auch iber die Grenzfunktion § mehr als Stetigkeit
aussagen kann. Diesem Zwecke dient die folgende Definition.

DerintTioN 3.3, Der Kunoten x; ist fiir die Funktion §(x) von kter Art,
wenn in der Umgebung von x; die Ableitungen von §(x) bis zur Ordnung
k — 1 stetig sind, wihrend die kte Ableitung eine Sprungstelle im Punkte x;
besitzt.

Die Funktionen von vy sind also dadurch gekennzeichnet, daB sie hochstens
Knoten 3. Art besitzen. Die zum Abschlull von y gehérenden Funktionen
kiassifizieren die beiden folgenden Sitze.

Satz 3.4. Ist § Grenzfunktion einer Cauchy-Folge aus vy, so ist § stetig
in I, rationale Funktion aus #(2, 1) in jedem Teilstiick und es konnen Knoten 1.,
2., und 3. Art auftreten. Rechts und links von einem Knoten 1. Art muf §(x)
linear sein, wihrend 5(x) nur rechts oder links von einem Knoten 2. Art linear
sein mufs. Ist §(x) in einem inneren Teilstiick von I eine lineare Funktion
a + bx, so mufi §(x) in einem der angrenzenden Teilstiicke ebenfalls mit der
Funktion a — bx iibereinstimmen.

Anmerkung. Aus dem Satz folgt unmittelbar, dafi die Knoten 1. Art
nicht benachbart sein konnen.

Es kann natiirlich vorkommen, daB in einem Knoten alle Ableitungen
stetig sind, wie die letzte Aussage des Satzes an einem Spezialfall verdeut-
licht.

Beweis. Sind in der Cauchy-Folge {s,} fast alle Funktionen s,(x) linear,
so ist auch die Grenzfunktion linear. Von diesem trivialen Fall darf also im
folgenden abgesehen werden und wir konnen, da zur Charakterisicrung der
Grenzfunktion auch auf Teilfolgen zuriickgegriffen werden darf—wovon
noch Gebrauch gemacht wird—annehmen, daB fiir jedes s, der Folge gilt

sp(x) # 0in 1.

Es werde nun ein fester, innerer Knoten x; gewdhlt. Die Funktionen s.(x)
werden in den Teilstiicken ; und 7, ., untersucht. Obwohl dic folgenden
Darstellungen von s, nur fiir die Restriktionen auf eines dieser Intervalle
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gelten, soll auf Anbringen eines Index j, etwa bei den Koeffizienten, verzichtet
werden. Es gelte in [; die Darstellung

Si(x) = ap + z[by + z - ¢/ qu(2)]
qi(z) = di + exz > 0, d;* + ¢, = 1, (3.5)
Z =X — Xj,

und ¢, # 0, so daB die Koeffizienten eindeutig sind.

In I;,; kann man s,(x) in gleicher Form darstellen mit anderen Koeffi-
zienten. Jedoch bestehen auf Grund der Stetigkeit von sy(x) und seiner
ersten beiden Ableitungen Beziechungen zwischen den Koeffizienten, es ist

su(x;) = ay, 8y (%) = by, (3.6)
so daB in 7, gelten muf

si(x) = a, + z[b, + z - €,/G:(2)] mit z = x — x; (wie vorher),
Gi(z) = dy, + &z > 0, (3.7
ak?' + Ek2 —_ 1.

Die Stetigkeit der zweiten Ableitungen liefert noch

si(x) = ¢x/qi(0) = €/qu(0). (3.8)

Da es Teilintervalle positiver Linge von I, und I, gibt, in denen die Funk-
tionen | 5,(x)| gleichm&Big beschrinkt sind, so schlieBen wir wie im Beweis
von Satz 3.1, daB die Grenzfunktionen der s,(x) wieder von der Gestalt (3.5)
bzw. (3.7) sind, wobei zudem die Koeflizienten die Limiten der entsprechen-
den Koeffizienten der s,(x) sind. Es werde geschrieben

a =lima,,.., e = lime,. (3.9)
Es gilt weiterhin
d*+e* =1 und a2 e = 1. (3.10)

Daraus folgt, daB3 die Grenzfunktionen ¢(z), g(z) hochstens eine Nullstelle
auf der reellen Achse haben konnen und wegen der iiber g; und g, in (3.5)
und (3.7) gemachten Voraussetzungen ist

q(z) >0 n x;_; <x<x,
' (3.1
g(z) >0 in x; <X < Xjpq.
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Zu diskutieren ist nun das Verhalten von ¢(0) und §(0), denn daraus werden
die gemachten Aussagen leicht folgen.
Nach dem Verhalten der s;(x;) unterscheiden wir zwei Fille.

1. Fall: limsup |s(x,)] < w. Es darf wieder o0.B.d.A. Konvergenz
angenommen werden. Sei

M = L hm s;(x;). (3.12)
Da nach (3.8) gilt
20, = qu(0) * s2(x;)  und 2 - & = §i(0) - s7(xy),
so gilt auch
¢c=q0) M und ¢ =q0) M. (3.13)
Weitere Fallunterscheidung:
(la) Ist M =0, so folgt ¢ = ¢ = 0. In inneren Punkten von /; und
I; ., erhilt man aus (3.5) und (3.7) fir K — oo die Grenzfunktion
Sp(x) —>a + z b = i(x), (3.14)

die in natiirlicher Weise durch §(x;) := a in x; stetig ergdnzt wird. §(x) ist
in I; U I, linear.

(1b) Sei M 0. Wegen (3.13) verschwinden ¢ und ¢(0) beide oder
sind beide ungleich Null. Fiir die Grenzfunktion folgt aus (3.5) fiir /; :

¢c=0,g00)=0=§x)=a+z-b,

(3.15)
¢ #0,q0) # 0 = §(x) = a+ z[b -+ z - ¢/q(2)].
Analog gilt in ;4 :
c=0,g0)=0=§x)=a-+z-b
(3.16)

¢ #0,3(0) # 0 = §(x) = a + z[b + z:¢/§(z)].

Es konnen alle 4 moglichen Kombinationen auftreten. In allen Féllen ist
§'(x) in x; stetig.

Fiir ¢ =¢ =0 und auch fiir ¢ £ 0, ¢ 5= 0 ist wegen (3.8) die zweite
Ableitung in x; ebenfalls stetig. In den beiden anderen Fillen ¢ =0, ¢ £ 0
und ¢ £ 0, ¢ = 0 hat §"(x) in x; einen Sprung—ein Knoten 2. Art liegt vor.

2. Fall: lim sup|sy(x;)] = co. Es werde etwa M := lim s;(x;) = o
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angenommen. Aus (3.8) folgt diesmal wegen der Konvergenz der ¢, bzw. ¢,
die Aussage

g s 2e \
g(0) = lim ¢,(0) = lim (%)—) =0
und analog §(0) = 0, es ist also ¢(z) = e -z und g(z) = & - z, wegen der
Normierung und (3.11) ist e = —1, ¢ = +1. Fiir die Grenzfunktion gilt
also

inf; :5(x)=a-+ z[b—c]

(3.17)
in I, 8(x) = a4+ z[b + €.

In diesem Fall ist also §(x) rechts und links von x; linear und es kénnen die
rechtsseitige und linksseitige 1. Ableitung in x; verschieden sein—d.h. es kann
ein Knoten 1. Art auftreten.

Es bleibt nur noch die letzte Behauptung des Satzes zu verifizieren. Sei
§(x) in I; linear. Man betrachte die in (3.5) auftretenden Nenner und ihren
Grenzwert. Entweder ¢(x;) oder g(x;_;) ist ungleich Null, d.h. in einem
dieser Punkte konvergieren die zweiten Ableitungen der si(x) gegen die
zweite Ableitung von §(x), d.h. gegen 0. Also ist in diesem Punkte M gemil
(3.12) gleich Null und es tritt Fall (1a) ein. Das beendet den Beweis von
Satz 3.4.

Zu den charakterisiecrenden FEigenschaften der Funktionen 3§, die als
Limiten der Cauchy-Folgen auftreten kdnnen, kommt noch eine globale
Eigenschaft hinzu.

SArz 3.5. Die zweiten Differenzenquotienten einer Grenzfunktion § in
bezug auf Knotenpunkie erfiillen

6 - A%x;, xj51, Xi40)§ = 0, (3.18)
dabei ist o = +1 oder —1 durch § allein festgelegt.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch Grenziibergang aus der gleichen
Eigenschaft der Funktionen s, einer geeignet ausgewihlten Teilfolge mit
o - sgn sp(x) > 0, ¢ fest, deren Grenzwert § ist.

Es bleibt nur noch die Frage, ob jede durch die in den vorangegangenen
beiden Sidtzen angegebenen FEigenschaften charakterisierte Funktion als
Grenzwert von Cauchy-Folgen aus y auftreten kann. Eine positive Antwort
gibt folgender Satz.

SATz 3.6. Es sei § eine Funktion mit den durch Satz 3.4 und 3.5 beschrie-
benen Eigenschaften. Dann gibt es eine Folge aus vy, die gleichmdfig gegen §
konvergiert.
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Es werde J C [ ein Linearititsintervall bzw. —teilstiick einer Funktion s
genannt, wenn s in J linear ist. Gehort die Funktion dagegen zu C*J) und
verschwindet ihre zweite Ableitung in J nicht, so wird J auch als Regularitéts-
intervall bezeichnet.

Beweis. Gehort § zu y, so kann man es selbst zur Erzeugung der Folge
benutzen.

Gehort § nicht zu y, so kann angenommen werden, dall kein mit den
Knoten als Argumente berechneter zweiter Differenzenquotient negativ
ist. Mit den zu § gehdrenden Knoten 1. und 2. Art teile man [ in Intervalle
I ... ein.

Ist §in I, = [y, z] linear, so bilde man

s H(x) 1= §(x) — ez — x)(x — ) fir xel,, (3.19)

im anderen Falle setze man s,*(x) = §(x). Fir hinreichend kleine, positive
Werte e erhdlt man fiir alle beziiglich der Knoten berechneten zweiten
Differenzenquotienten 4,%(x; , x; .4 » X;-») 5.5(t) positive Werte. Um zu einem
Interpolationsproblem zu kommen, fiige man zur Vorgabe der Funktions-
werte in den Knoten im reguldren Falle die 1. Ableitungen von s.*(x) in den
Randpunkten von /7, im singuldren Falle das Residuum von s in den zuge-
horigen Randpunkten hinzu.

Nach Abschnitt 2 gibt es zu diesen Daten eine Interpolierende s.(x) aus y.

Den singuliren Fall fiihrt man jetzt ebenso wie im Beweis von Satz 2.1
auf den reguliren Fall zuriick, indem man / um das den Pol berithrende
Teilstiick verkiirzt und in dem verkiirzten, wieder mit / bezeichneten Intervall
als zusitzliches Datum die durch das Residuum bestimmte zweite Ableitung
in dem neuen Randpunkt verwendet.

(I) Fiir € > 0 konvergiert s/x) in jedem Linearitdtsintervall gleichmaBig
gegen $(x).

(a) Sei ndmlich das Linearititsintervall {y, z] durch den Knoten x, in
zwel Teile geteilt.
Wegen der Konvexitit liegt dann im Intervall [ v, x,] die Funktion s.(x)
zwischen den Geraden, die durch die Punkte

(z, §(2)) und (y, §(y)) sowie (z, §(z)) und (x ; §(xz) + € * (2 — x)x — )
bestimmt werden. € — 0 liefert dann fiir dieses Intervall die Behauptung,
analog schlie3t man fiir [x; , z].

(b) Besteht das Linearititsintervall nur aus einem Teilstiick, so wird
ein Randpunkt auch Randpunkt von 7 sein und man hat statt einer Sekante
jetzt die Tangente der Funktion s.*(x), die mit € — O gegen die durch (z, §(z))
und (y, §(3)) bestimmte Gerade strebt, zur EinschlieBung zur Verfligung.
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(II) In Regularititsintervallen erhidlt man analoge EinschlieBungen von
s{x) zwischen Sehnen und Sekanten, die mit Hilfe der gegebenen Werte
s *(x;) bestimmt werden konnen.

Damit sind die Funktionen s(x) gleichmiBig in Schranken eingeschlossen
und man kann fiir eine Nullfolge ¢, Konvergenz gegen eine Funktion s*(x)
unterstellen.

Es bleibt zu zeigen, daf s*(x) auch in den Regularititsintervallen von §(x)
mit §(x) zusammenfillt.

Die Funktion s*(x) wird qualitativ durch die Sitze 3.4 und 3.5 beschrieben.
Sie kann also weder in einem inneren Regularititsintervall von §, das nur
aus einem Teilstiick besteht, linear sein, noch in einem Regularitétsintervall
von mehr Teilstiicken, da der 2. Differenzenquotient iiber die zugehdrigen
Werte von s* nicht verschwindet. Der Satz 3.4 verlangt aber Linearitit in
wenigstens zwei benachbarten Teilstiicken. Fiir ein an den Rand reichendes,
aus einem Teilstiick bestehendes Regularititsintervall ist im Randpunkt
von I nach Konstruktion jedoch die 1. Ableitung vorgeschrieben und die
Tangente ist von der Sekanten wegen der Regularitit verschieden. Regulari-
titsintervalle von § sind also auch solche von s*. Die Endpunkte cines
Regularititsintervalls sind Knoten 2. Art. Die angrenzenden Linearitits-
intervalle bzw. Randvorgaben in x, und x; legen wegen der Stetigkeit der
1. Ableitung Daten fiir eine reguldre Interpolation fest und diese ist nach
Schaback eindeutig. Also muB} auch in jedem Regularitatsintervall s*(x)
mit §(x) zusammenfallen.

Da diese Folgerung fiir jede Grenzfunktion einer Teilfolge der s.(x)
anwendbar ist, so ist damit die Konvergenz der s.(x) gegen §(x) nachgewiesen.
Es ist klar, daf sich im singuldren Fall die Konvergenz auch noch auf das
weggelassenen Teilstiicke von I iibertrigt.

Durch die vorangehenden Satze ist also die Abschliefung y der durch y
beschriebenen rationalen Spline-Funktionen beziiglich der kompakten Kon-
vergenz in I charakterisiert.

4. NULLSTELLENZAHLUNG

Hinreichende Kriterien werden in der Theorie der Tschebyscheff-Approxi-
mation meist mit Hilfe der Aussage bewicsen, daBl die Differenz zweier
Funktionen nicht mehr als eine gewisse Anzahl Nullstellen besitzen kann.
Diese Nullstellenanzahl kann auch noch durch spezielle Eigenschaften,
z.B. den Grad der Entartung bei rationalen Funktionen, weiter verringert
werden.

Ahnliche Verhiltnisse liegen bei den hier betrachteten rationalen Spline-
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Funktionen vor. Um zu einer ibersichtlichen Formulierung zu gelangen,
werden folgende Konventionen getroffen. Sei J CJ ein von Knoten oder
o, 5 begrenztes Intervall, dann sei

L(J) :== Anzahl der Teilstiicke des Intervalls J (**Linge von J”);
N(r, J) := Anzahl der Nullistellen von r in J; 4.1)
g(s) := Anzahl der Teilstiicke, in denen s € y linear ist,

m(s) 1= Anzahl der Knoten, die beziiglich s von kter Art sind.

Es wird sich als zweckmiBig erweisen, die Degeneration (Entartung) von s
durch den Defekt

d(s) := g(s) — 2 X ny(8) — ny(s) 4.2)

zu definieren.

Beachtet man, daB jeweils nur ein Endpunkt eines Teilstiickes, in dem s
linear ist, ein Knoten 1. oder 2. Art von s sein kann und dal} zu einem
Knoten 1. Art rechts und links ein solches Intervall gehort, so ist klar, daB3
der Defekt in der Tat nicht negativ sein kann.

Verschwindet eine Funktion in einem Teilstiick bzw. mehreren zusammen-
héngenden Teilstiicken identisch, so gilt dies bei der Nullstellenzdhlung im
folgenden als einfache Nulistelle. Innere Nullstellen, in denen kein Vor-
zeichenwechsel stattfindet, konnen doppelt gezéhlt werden.

In Analogie zu den Aussagen bei rationalen Funktionen gilt folgende
Aussage.

Satz 4.1. Seien s, §€y. Dann hat die Differenz s — § in I hochstens
L) + 2 — max(d(s), d(35)) Nullstellen.

Anmerkung. Man kann den Satz auch auf Teilintervaile von / anwenden,
die dann in der Formulierung an die Stelle von [/ treten, und ersieht daraus,
daB die Nullstellen auch nicht auf einzelne Teilstiicke oder Teilintervalle
zusammengedringt werden kdnnen.

Beweis. Sei r(x) := s(x) — §(x).
Zunichst werden Spezialfille betrachtet.

(1) Gelte s(x) = a + bx in 1. Da §(x) konvex, konkav oder linear ist,
so hat r(x) bei Beachtung obiger Konvention héchstens zwei Nullstellen in 7.
In diesem Fall ist d(s) = £(I), also ist die Behauptung verifiziert.

(2) Seis(x)ery, s"(x) # 0. Es seien ky < -+ <k, die Indizes der zu §
gehorenden Knoten 1. Art. Mit Hilfe dieser Knoten werde 7 in Teilintervalle
J; zerlegt.
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Sei /; die Anzahl der in J; enthaltenen Linearitdtsteilstiicke von §, sowie
ny; der in J; enthaltenen Knoten 2. Art von §. Diese Knoten zerlegen J; in
(ny; + 1) Intervalle, die abwechselnd Regularitits- und Linearitétsintervalle
sind.

In einem Linearititsintervall ist s'(x) monoton, §' konstant, so dafB} r'(x)
dort hochstens eine Nullstelle besitzt.

In einem Regularititsintervall R hat

(4.3)

win ce? . cé?
) =2 ((ex TdP  (Gx+ J)s)

in jedem Teilstiick hochstens eine Nullstelle.

Die Anzahl der Nullistellen von r’(x) kann nach dem Satz von Rolle
demnach durch

Nr; R) <1+ Z(R)

abgeschitzt werden.

Summiert man iiber die Teilintervalle von J;, so erhdlt man in der
Gesamtanzahl der Regularititsteilstiicke vermehrt um die Anzahl der Teil-
intervalle von J; eine Schranke fiir die Nullstellenzahl von r'(x) in J;, d.h.

N(r'; J) < (L) — L) + (ny; + 1. 4.4)

Da r(x) in J; stetig differenzierbar ist, so folgt durch nochmaliges Heran-
ziehen des Satzes von Rolle

N(r; Jy) < L) — 4 + ng; + 2. 4.5)

Summiert man iiber j, so erhdlt man als Schranke aller in 7 enthaltenen
Nullistellen von r(x) den Ausdruck

NsD) <Y LU) =Y i+ Yy +2-(m+ 1) 46
= L) — g(§) + () + 2m(8) + 2 = L) —d(&) +2.

Da d(5) = g(s) — ny(§) — 2 - n,(§) = 0 = d(s), so kann dies als Verifikation
der obigen Formel fiir diesen Fall angesehen werden.

(3) Allgemeiner Fall: Seien s* und § Funktionen aus y. Sei
r¥:=s* —§ Es soll wieder eine Abschitzung von N(r*;I) gefunden
werden, in die nur 4(§) eingeht, denn es kann d(s*) < d(5) angenommen
werden. Der obige Fall (2) legt es nahe, wie dort mit Hilfe der Knoten 1. Art
von § eine Einteilung von I vorzunehmen. Werden die obigen Bezeichnungen
verwendet, so geniigt es, fiir diesen Fall (4.5) zu verifizieren.
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Dazu werde ein festes Intervall J; betrachtet. Bei dem Versuch, den Satz
von Rolle anzuwenden, stéren moglicherweise in J; liegende Knoten I. Art
von s*.

Einer Idee von Braess folgend, durch die mein urspriinglicher Beweis
wesentlich verkiirzt wird, approximiert man s* in J; durch eine Funktion
S E .

Die Anzah!l der Nullstellen von r* in J; sei m. Dann kann man m — 1
Punkte so finden, daB sie zusammen mit der ersten und letzten Nullstelle
eine Menge z, ...., z,, bilden, fiir die die Differenzenquotienten

A(z;q , z;) F* (i=1,.,m)

mit 7 alternierendes Vorzeichen besitzen. Die Approximation von s* durch s
sei nun so gut, daB diese Eigenschaft fiir » := s — § erhalten bleibt. § und s
gehoren zu CYJ;). Man kann also den Mittelwertsatz anwenden und
schlieBen, dal3 m Punkte existieren, in denen das Vorzeichen der Funktion r’
oszilliert. Fiir die Anzahl der Nullstellen von ¢’ gilt also

m-— 1 < N, J)).

Diese rechte Seite wurde aber durch die Uberlegung von 2) gemiB (4.4)
abgeschiatzt. Fiir m gilt also die Abschitzung (4.5). Damit ist alles bewiesen.

5. EXISTENZ BESTER APPROXIMATIONEN UND HINREICHENDE BEDINGUNGEN
FUR BESTE APPROXIMATIONEN AUS ¥

Die bereitgestellten Hilfsmittel erlauben es, ohne Schwierigkeiten einige
Fragen der Approximationstheorie mit Funktionen aus % zu 16sen.

In I sei eine stetige Gewichtsfunktion gegeben. Gefragt ist nach der
Existenz einer besten Approximierenden zu vorgegebener in [ stetiger Funk-
tion f(x) im Sinne der Tschebyscheff’schen Norm (3.1).

Damit diese Frage sinnvoll ist, werde die Existenz eines Elements s, € y
mit

1f = solly < o0 (5.1)

vorausgesetzt. Ist 7 abgeschlossen, so ist die Forderung trivialerweise erfiillt,
wir koénnen hier aber auch Pole in den Randpunkten von I erfassen. Oft
wird s, = 0, d.h. || f]l;, << oo gelten.

Sarz 5.1. Unter der Voraussetzung (5.1) existiert eine beste Approxi-
mierende § aus y zu f(x).
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Zum Beweis betrachte man eine Minimalfolge {s.};_;..
eine Folge mit der Eigenschaft

, St€9, d.h

seee

mif— s, = M= inf{{| f— sl [sey} <|f— sl .

In jedem abgeschlossenen Teilintervall von I kann man auf die gleichméaBige
Beschrinktheit der | s,(x)! schlieBen. Mit Standardschliissen kann man zu
einer Teilfolge uUbergehen, die im Sinne kompakter Konvergenz gegen
eine Funktion § € ¥ strebt.

Fiir jedes abgeschlossene Teilintervall J von («, B) gilt fiir die Teilfolge

m{f—s il <If—35l, < M. (5.2)

Ein Grenziibergang J — I ergibt
Nf—$llr=supllf—s§l, < M
JCI

Also lost § das Approximationsproblem.
Gibt es ein s, in y, so kann man zwar die Elemente der Minimalfolge aus
y wihlen, es ist aber eine offene Frage, wann auch § selbst zu y gehért.
Aus den im vorigen Abschnitt hergeleiteten Aussagen iiber die Nullstellen
der Differenz zweier Funktionen aus § folgt unmittelbar das hinreichende
Kriterium.

SAatz 5.2. (a) Die Funktion sy ist eine beste Approximation der in I
stetigen Funktion f(x), wenn eine Alternante mit £(I) + 4 — d(s) Punkten
fiir die Differenz r(x) := s(x) — f(x) existiert.

(b) Die Funktion s €y ist bereits dann beste Approximation von f(x),
wenn (a) fiir ein Teilintervall I* von I erfillt ist und die Norm der Differenz
r(x) in I* bereits den Wert || r|; der Norm fiir das Gesamtintervall hat.

Zum Beweis nehme man an, daB zu s eine Alternante der angegebenen
Punktanzahl existiert. Ist § eine bessere Approximation, so ergibt eine
Abzihlung der Nullstellen von

s(x) = f(x) — () — f(x)) =5 — ¢

cinen Widerspruch zu Satz 4.1. Damit ist (a) bewiesen,

In (b) ist schlieBlich s bereits nach (a) beste Approximation fiir das Inter-
vall I’* und bereits in diesem Teilintervall von I nicht zu verbessern.

Zum Beweis von Satz 5.1 geniigt der Satz 4.1 bereits in der schwicheren
Form, daB fir r = s — § mit s € ¥ und § € y die Abschidtzung

N D < L) + 2 — d(s)

gilt, die als Spezialfall bewiesen wurde.

640/10/1-7
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Ist ndmlich in diesem Falle etwa § € 7 eine bessere Approximation von f
als s, so kann man § durch ein § aus y so gut approximieren, dal} auch §
eine bessere Approximation ist als s und man kommt jetzt mit der schwéche-
ren Form von Satz 4.1 aus.
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